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I. COMPRESSIBILIDADE

Mostre que para um escoamento de um fluido com den-
sidade p e velocidade ¥ na posicao 7 no instante ¢, vale:
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Onde
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E a chamada derivada covariante. Para um escoamento
estaciondrio incompressivel, a que essa equagao se reduz?

II. VISCOSIDADE

Fluidos reais possuem atritos internos que produzem
a viscosidade do liquido. Um fluido viscoso produz uma
tensao de cisalhamento dada por:
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Em que 7 é a viscosidade. As outras 5 possiveis tensoes
de cisalhamento sao analogas a mostrada.

Encontre a distribui¢do de velocidade v(r) para um
escoamento com viscosidade n num cilindro de raio a e
comprimento [, sujeito a uma diferenca de pressao AP.

III. FLUIDOS

Em mecanica dos fluidos existem uma série de equagoes
de conservagao e quantidades que se mantém constantes
em determinadas circunstancias de um escoamento que
nos permite resolver a grande maioria dos problemas em
hidrodinamica.

a)Derive a equacdo de Bernoulli para uma linha de
escoamento em um fluido incompressivel

1

ipUQ + pgh + P = cte
b)A equagdo geral para um escoamento de um fluido é

a equagao de Navier-Stokes:
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P =1 +u +3
Onde f ¢é a a forca por unidade de volume atuante no
sistema e p a viscosidade do fluido.Mostre que se o esco-
amento for irrotacional,além de incompressivel e inviscido

se conserva a quantidade (no caso em que a forga atuando
no volume é de origem gravitacional):
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Que, no caso estaciondrio (9(7,t) = () se torna a

equacao de Bernoulli. Podemos perceber que, no caso de
um escoamento irrotacional a conservagao da quantidade
apresentada no item a) é mais forte do que parecia, pois
naquela situacao ela era valida apenas ao longo de uma li-
nha de escoamento (em todas as linhas aquela quantidade
é mantida constante, mas nao necessariamente seriam to-
das iguais), enquanto desta forma podemos afirmar que
em um escoamento irrotacional, a equagao de Bernoulli
vale para quaisquer pontos.

Nota: ¢ é o potencial de velocidades, definido de modo
que U = —ﬁ(b.

c)Com a equacdo de Navier-Stokes, mostre também
que se em um instante a vorticidade do fluido é nula, ela
serd nula para sempre.

Nota: A vorticidade é definida como:
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O=Vx7

IV. IGUAIS?

Temos dois recipientes com interiores diferentes, como
mostra a figura, cheios de dgua. Em um certo instante,
uma tampa lateral de cada recipiente é aberta e a agua
comecga a jorrar. Qual a velocidade da agua em cada
caso?
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Figura 1. Recipientes (A) e (B)

V. ”ADDED MASS”

Considere uma esfera imersa em um liquido inviscido
e incompressivel, se movimentando com velocidade cons-
tante v de modo que inicialmente nao havia vorticidade.
Determine a energia cinética da dgua em fungao da den-
sidade p do liquido e do volume V' da esfera.



VI. FESTA NA PISCINA

Uma barra esta se movendo na dgua com velocidade v
em relagao a sua normal, com base nisso e sabendo que
ela faz um angulo a com o eixo y, encontre a velocidade
u da adgua subindo ao longo da barra.
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VII. CALHA

Um jato d’agua atinge uma superficie lisa e dal se se
separa em dois jatos diferentes, um se movendo pra di-
reita e uma pra esquerda. Sendo o angulo que o jato faz
com a horizontal igual a «, encontre a razao da vazao de
agua dos dois jatos, e a razao de suas velocidades.
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HANGAR

VIII.

Um hangar de aviao com uma forma semicilindrica de
comprimento L e raio R é submetido a um vento per-
pendicular ao seu eixo, como mostrado na figura abaixo.
Considerando que a velocidade do vento distante é vy e
laminar, determinar a forca exercida neste hangar se a
porta localizada na entrada, ponto A da figura, é com-
pletamente aberta.

Equacao da superficie equipotencial:

R2

o= —vg (7’ + 7)003(9)

IX. VORTICES

a) Vamos considerar um fluido em que V x 7 = 0 para
qualquer ponto, exceto por um pequeno filamento de vor-
ticidade,como indica a figura, em que dentro dele temos
que:
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Determine o formato da superficie do liquido fora da
zona de vorticidade. .

b)Considere agora uma situagao parecida, em que V X
7 = 0, exceto por um pequeno filamento de vorticidade,
como no item anterior. No entanto, agora o filamento se
encontra a uma distancia hg de uma parede, como mostra
a figura:

Determine como o sistema se comporta ao longo do
tempo.

X. NAVIER-STOKES

Parte 1)Aceleracao

Quando analisamos um escoamento, podemos adotar
dois procedimentos distintos, denominados Euleriano e
Lagrangeano. No primeiro, adotamos um referencial fixo,
em que analisamos o vetor velocidade num determinado
ponto do espago ao passar do tempo.Ja no segundo, esco-
lhemos um conjunto de particulas a ser estudado e avali-
amos as suas posicoes e velocidades em funcao do tempo.
Tendo em mente que para determinados problemas um
método é mais conveniente que o outro, qual deles deve
ser usado para calcular a aceleragao de uma particula (ou
elemento de fluido) em um escoamento e quanto ela vale
em funcao de derivadas da velocidade?



Parte 2)2% lei de Newton

Para encontrar a equagao de movimento de um fluido,
devemos portanto aplicar a segunda lei de Newton a
um elemento de massa. Para facilitar, podemos dividir
as contribuigoes de forga em forgas atuantes no volume
(como o peso da massa) e forgas atuantes na superficie
(as tensoes). As forgas que agem no volume sdo mais
simples e podemos dizer que essa forga por unidade de
volume é f Ja as forgas atuantes na superficie sao mais
complicadas, uma vez que para um escoamento viscoso
existem tensoes cisalhantes, assim, temos de dar um tra-
tamento tensorial para essa grandeza fisica, dando origem
ao tensor das tensoes. Esse tensor 3x3 pode ser escrito
da forma:

Tij = —Pdi; + dij

Onde §;; ¢ o delta de Kronecker. O primeiro termo
estd relacionado com as pressoes de fato, ja a matriz d;;
contém a informacao da viscosidade. Através de argu-
mentos de simetria, pode-se demonstrar que a matriz de
desvio é dada por:
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Desse modo, o tensor das tensoes de modo geral é dado

pela expressao:
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Sendo assim, a forga aplicada em um elemento de fluido
é dado por:

ﬁ:/fdv+7(<?>.d§

Desenvolva essa expressao para obter a equacao de
Navier-Stokes:
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p 2l = VP4 [V %6(6-6)]

Pode ser util demonstrar a seguinte identidade ma-

tematica:
f{ BdS = / VBdV



